Lesintégrales

[°) Rappel

Si F et Gsont 2 primitivesdef sur |, alors:
JdkeR tel que VxeR; f(x)=g(x)+k

Remarque :
Si f admet des primitivessur | etsi  (g,b)el? aors:

F(b)—F(a)=|G(b)+k]-[G(a)+k]
11°) Lesintégrales

1°) Définition

Si f admet desprimitivessur | etsi  (a,b)el? , onappelleintégraledef deaab, le
nombre réel F(b) — F(a)

Il ne dépend pas de la primitive choisie

Notation: [ f (x)dx=| () |;=F (b)=F (a)

f: f(x)dx selit: Intégraledef dex dx deaab

2°) Exemple

2

3
fzg(x2—4x+5)dx=[x——2x2+5x] =<§—8+1o)—(—9—18—15)=§+2+42=8—+44
3 L, \3 3 3

2 140
] ; (x*—4x+5) dx=3—

3°) Propriétés

f.R—R
fix— f(x)
<D,
f est intégrable sur | admet une primitive

® VYael ;f:f(x)dx=0

2 b a
®* Vi(ab)el ;faf(x)dx=—fbf(x)dx
e Rdlation de chasles:
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VY (ab,c)e f f(x dx=f:f(x)dx+fif(x)dx

Démonstration :
jf )dx=F (b (a):[F(b)—F(c)]+[F(c)—F(a)]:fEf(x)dx+f:f(x)dx
I2f(x dx=jaf Yax+ [ £ (x)dx
e Linéaritédel’intégrae
V(e,8)eRr?; [ (af+pg)(ax=a[ f(x)+8] a(x)

Démonstration :
Si F est une primitivedef sur | et G une primitivede g sur |
Alors, aF+BG est une primitive de af+g sur |

[*(«f+B0)(dx=] («F+5G)(x) oo

[ («f+89)(x)dx=(aF+BG) (b)—(aF+5G)(a) =
f:((xf+ﬁg)(x)dx o F (b)+BG(b)-«F(a)-BG(a)=
[ («t+80) () ck=al F (b)-F( >]+/s[ G(b)- G(a)]@
f:(af+3g)(x)dx (xf f(x dx+Bf g(x

e Sifestpositivesur |[ab|cl aors: _f f(x)dx=0

Démonstration :
I7 £ (x) k=] F(x)P=F (b)—F (a)
Or f est positivesur [a,b] donc F' est positive sur | a,b|donc
F est croissantesur [a,b] d’ou F(a)<F(b)etF(b)—F(a)=0
e S fetgsontintégrablessur [ablcl etsi Vxe|abl; f(x)<g(x)
alorsf:f(x) dxszg(x)dx
Démonstration :
Pour hypothése, ona: V¥ xe|ab|; f(x)<g(x) et ¥xe|ab]; g(x)—f(x)
donc : fZ[g(x)—f(x)]dsz (Positivité de I’ intégration)

f:g(x)dx—f: f(x)dX20<:»f:g(x)dxzf:)l f () dx
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111°) Intégrations par partie

1°) Démonstration

Soit u et v, deux fonctions intégrables et dérivablessur | :  [a,b|cl
[u(x)v(x)]’ =Uu (X)v(X)+u(x)Vv (x)
f:[u(x)v(x)]’ dx:IZ[u’ (X)v(x)+u(x)V (x)]dx
[u(x)v(x)]a=f2[u’ (x)v(x)]dx+f:[u(x)+v’ (x)]dx

b

I Lutov (0] axe=[uvid o= [ [u (x)v(x) ] dx

Calculer :
I =f§ (xcosx) dx

Posons u(x)=x V' (x)=cosx
Alors U (X)=1 v(x)=sinx

us

D’'ou | :[xsinx]0 f;rsinxdx

| =0—[—cosx[T = | Z—[(—COSW)—(—COSO)]©| =—(1+1)e1=-2

1V°) Valeur moyenne

1°) Théoréme

v Sif est définie, intégrable et bornée sur [a,b] alors:
V xelab|; m<f(x)<M

V x€labl; f: mdxsf: f(x) dxsf: M dx
YV xelab]; [mx]Zsf: f (x) dx<[ Mx]?

V x€labl; m(b—a)sf:1 f(x)dx<M (b—a)

v S f estdéfinieetintégrablesur [a,b] et si pour tout x€[a,b]; f(x)|sM dors:

‘f:f(x)dx‘sM (b—a)
2°) Définition
On appelle valeur moyenne de f sur [a,b], le nombre réel :

1 b
u=——o\| f(x)dx
b_afa (X)
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3°) Théoréme n°3

D’ apres le théoreme n®l :

m(b-a)< " f(x)dx<M (b—a)@msbflaf:f(x)dst omzu<M

4°) Conséquences

Lavaleur moyenne u de f sur [a,b] est unéément de f([a,b])
Il existeun c€[ab] tel que f(c)=u et tel que f(c)=bLf:f(x) fx
—a

V°) Etude d’ une fonction primitive I’ aide d’ une intégrale

1°) Définition

Si f estdéfinieetintégrablesur | et acl, aors|’unique primitive def sur | qui
sannule en aest lafonction G définie par :

G(x)=/ f(t)dt

2°) Démonstration

Soit F une primitivede f sur |
G(x)= f(td=[f(1)],=F(x-F(a)
Alors G’ (x)=| F(x)=F(a)| =F (x)=f(x) et G’ (a)=F(a)—F(a)=0

V1°) Interprétation graphique d' une intégrale définie, calcul d’ aires

1°) Définition

0 A B

ou cette fonction est positive sur [a,b]
D={M (x,y)eP/a<x<b et 0< ysf(x)}cP

Airede cedomaine:
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A=f: f(x)dx
A sexprimeen unitéd aire
1 unité d aire=||7||x| || em?
Si lafonction est négative sur [a,b] alors:
A=—f: f(x)dx

Danscecas|a, I'are totale correspond ala somme des aires, donc :
A=A(D,)+A(D,)+A(D,)

A=f: f(x) dx—fz f(x) dx+fz f (x)dx

2°) Aire d' un domaine situé entre deux courbes
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V11°) Intégrales de fonctions ayant des propriétés particulieres

1°) Fonctions paire

fia f(x)dx=2f2f(x)dx

2°) Fonctions impaire

[° f(x)dx=0

3°) Fonctions périodiques

f; f(x) dx=f:H f (x)dx

VI11I°) Cacul de volume

1°) Geéneralités

L’ espace est rapporté par un repére orthonormal (o, 7, j, K)
L’ unité de volume est le volume du cube construit sur des vecteursi, |, k

2°) Volume d’ une boule

B est laboule de centre O et de rayon R. L’ intersection de laboule (B) et d’un plan P
détermine un cercle Y . On cherche le volume de la partie comprise entre P; d’ éguation
z=z et P, d’' équation z=z,.

Pour t€z,,z,], on appelle S(t) I aire de I intersection de laboule et du plan d’ équatior
On admet que V :fi S(t)dt

Le disque (intersecti ondeB et de P) d’ équation z;=t et pour aire : IM*=R*-t?
S(t)=ntxIM2= S(t) = (R*~ )

R

v=f: S(1) dt=f: [Tr(Rz—tz)] dt=[n RZt—n;—S:l =

-R
3 3 3 3
V=(nR3—’3TR )—(—nR3+§R )@Vans—gR +nR3—’3TR o

3rRR-nR+3nrR*-nR® 4T R?
3 V=3

\Y,
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3°) Volume d’un cbne

Le cbne a pour sommet O, pour hauteur h, pour rayon R. S(t) est I'air de |’ intersection du
cone et du plan d' équation z=t. On note r(t) le rayon du disgque d’ intersection :
D’ apreslethéoreme de Thales, on a:

R h
Rt ’ T R*t?
S(t)=n><[R(t)]2=»S(t)=rr(h—) <:>S.(t)=h2
h
2,2 2 21 .3 2 3

sz(:S(t)dt:fZ"Rt =" fhtzdtz7TR R,

h2 h2 0 h2 3 0 h2 3
v=1nR?h

3

4°) Volume d' une pyramide

La pyramide a pour sommet O, pour hauteur h et pour aire de base : S(h). On pose S(t),
I’aire de I’ intersection de la pyramide et du plan d’ éguation z=t

S _(t)_ € gt
S(h) (h) h? St hZS(h)
h —S(h)xh3

h h t? S(h) ¢ho,, S| KW
—"st)dt=[ s(hydt=Y [T @ge=22 (L f 2 o
v=[_s(t)dt f"hz (h)dt = J, et > [3]0 ;
v=25(h)xh

3

5%) Volume d’ un prisme

Prisme dont la base a pour aire A et de hauteur h
Vte|0,h]; S(t)=A

V=] AdteV=A[, dteV=Althe
V=Axh
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